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Zusammenfassung: Jedes gewichtete Mittel von zwei

Werten hat ein Gegenstiick, das im gleichen Abstand
zum arithmetischen Mittel liegt. Man erhdlt dieses
Gegenstiick durch Rollentausch der beiden Gewichte
oder durch Bildung reziproker Gewichte. Diese ele-
mentare Beziehung eignet sich fiir Einfiihrungen in
die Statistik.

1 Einleitung

Das arithmetische Mittel ist unter allen Mittelwerten
die am meisten genutzte Grofie und ist sowohl Laien
wie auch erfahrenen Zuhorern bestens vertraut. In all-
taglicher Sprache bedeutet Durchschnitt das Resultat,
das man erhilt, wenn man alle Betrdge addiert und die
Summe dann durch die Anzahl der Summanden teilt.
Das Mittel ist als ,,der durchschnittliche Wert einer
Menge von GroBen definiert. Trotz vieler Publika-
tionen, die verschiedene Mittel, ihre Groflenordnung
und ihre Beziehungen zueinander behandeln (z. B.
Beckenbach und Bellman 1961; Ercolano 1973; Eves
2003; Hoehn 1984; Hoehn und Niven 1985; Nelsen
1993 S. 55-57) gibt es reichlich empirische Belege
dafiir, dass das arithmetische Mittel einer Menge von
Werten die vorherrschende Losung ist, die Schiilerin-
nen und Schiiler wéihlen, wenn nach einem Durch-
schnitt verlangt wird. Und oft denken sie auch in

Situationen, die ungleiche Gewichtungen verlangen,
dass gleiche Gewichte den gemittelten Werten beige-
geben werden sollen.

Von einer Vielfalt von Durchschnitten schauen wir in
diesem Aufsatz nur auf gewichtete Mittelwerte. Wir
halten es fiir wichtig, dass Lernende sich von Beginn
an eine breitere Vorstellung von Durchschnitten an-
eignen, von denen das arithmetische Mittel nur ein
wichtiges Beispiel darstellt.

2 Zwei spezielle gewichtete Mittel

Ein gewichtetes Mittel ' von n positiven Zahlen x ,

X,, ..., x, ist definiert als

_w1x1+w2x2+...+wx

n n

w .t w
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mit positiven Gewichten w , w,, ..., w .

n

Lahn und Falk (2005, 2006) konzentrierten sich auf
zweli spezielle gewichtete Mittel: das selbstgewichte-
te Mittel SW, bei welchem jeder Wert mit sich selbst
gewichtet wird, und das harmonische Mittel H, bei
dem jeder Wert mit seinem reziproken (oder inver-
sen) Wert gewichtet ist:

XXt X
SW= Xt tx
A bt e
H= 1 2 n " _ n
T, 1 1.1, .1
X X, XXy X,
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Da das Gewichten eines Wertes mit sich selbst den
Einfluss grofer Zahlen verstirkt und das Gewich-
ten mit dem Reziproken den Einfluss kleiner Zahlen
vergroBert, ergibt sich fiir diese Gewichtsschemata
SW>A>H, wobei 4 das arithmetische Mittel von n
Zahlen bezeichnet.

Andere Bezeichnungen in der Literatur beziehen sich
direkt auf die Reziprozititseigenschaft fiir Gewichte:
SW wird bei Hoehn (1984) antiharmonisches Mittel
und bei Eves (2003) und Nelson (1993) kontrahar-
monisches Mittel genannt.

Die Formel fiir das harmonische Mittel von nur zwei
Werten a und b reduziert sich zu

_ 2ab
at+b

H

In diesem Fall haben S und H den gleichen Abstand
zu A, wie sich algebraisch leicht verifizieren lasst.
Dies wird im Folgenden als Spezialfall einer allge-
meinen Eigenschaft von Paaren gewichteter Mittel
hergeleitet werden. Man beachte, dass nur fiir n =2
und nicht allgemein fiir jede Anzahl von Werten die
Differenzen SW — A und A — H gleich sind. Zum Bei-
spiel gilt fiir die Mittel der drei Zahlen 1, 2, 6 dass
A=3,0; SW=4,6 und H=1,8 und somit 4,6 — 3,0
# 3,0 — 1,8. Im Folgenden beschrinken wir uns nur
noch auf gewichtete Mittel von nur zwei Zahlen.

3 Gewichtete Mittel von zwei Werten
kommen als Zwillingspaare

Es sei b>a>0. Jeder Punkt im offenen Intervall
(a, b) ist ein gewichtetes Mittel pa + gb von a und b
mit einem Paar normalisierter Gewichte p und ¢, die
den Bedingungen 0 <p, ¢ < 1und p + g = 1 geniigen.
Wir nehmen an, dass p # ¢ (fiir p = ¢ = 0,5 erhélt man
das arithmetische Mittel 4 und die Sétze, die gewich-
tete Mittel betreffen, gelten trivialerweise auch fiir
A). Die gewichteten Mittel S/ und H nehmen mit
normalisierten Gewichten die Form an

a

b

SWZa+ba+a+bb’
_ a
H=_"pa+ 773b

und wir sehen, dass man diese zwei gewichteten Mit-
tel gerade dadurch erhélt, dass man die Gewichte von
a und b austauscht.

Interessanterweise hat jeder Punkte im Intervall von
a bis b ein dhnliches Gegenstiick. Wir listen vier ma-
thematische Sidtze beziiglich dieser Paare auf. Der
Klarheit willen wird jeder Satz separat bewiesen, ob-
wohl das nicht der sparsamste Weg ist.

Satz 1: Ersetzt man jedes Gewicht von a und b bei
einer gewichteten Mittelwertbildung durch seinen re-
ziproken Wert, so erhdlt man ein anderes gewichtetes
Mittel, bei dem die Gewichte von a und b gerade ver-
tauscht sind.

Beweis: Es sei W = pa+ gb. Invertieren wir jedes
Gewicht, so erhilt man

m="1.1
_J’__
P q
aber
1
P___pg__pq_,
1,1 pptqg P 7
P q
Ahnlich zeigt man
1
g =P
1,1 ’
]

und somit W, = qa + pb.

Satz 2: Ein Austauschen der Gewichte zwischen a
und b bei einem gewichteten Mittel resultiert in ei-
nem anderen gewichteten Mittel, bei dem die Ge-
wichte invertiert sind.

Beweis: Es sei W, =pa+gb. Ein Austauschen der
Gewichte flihrt zu W, = ga + pb. Nun ist

1 1
p4__ P4 _ P _ P
TP "pptq ptq 1,1
pqg P 4
Ganz analog ergibt sich
1
p=—1
1,1
pry
so dass
1 1
I L
2 1,1
__l’__
p 4

Satz 3: Austauschen der Gewichte eines gewichte-
ten Mittels von a und b resultiert in einem anderen
gewichteten Mittel, das denselben Abstand zu A4 hat.

Beweis: Es sei W =pa+qgb. Ein Austauschen der
Gewichte fihrtzu W, = ga + pb. Ohne Einschréinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass p > ¢,
so dass W,> W, . Esseip=0,5+dund ¢=0,5-4d,
wobei 0 <d <0,5. Dann folgt

W,~A=(0,5-dya+(0,5+d)b—0,5a—0,5b
= d(b - a):
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und

A—W,=05a+0,5b—(0,5+d)a— (0,5 d)b
=d(b—a)=W,-A.

Satz 4: Wenn zwei gewichtete Mittel die gleiche
Entfernung zu 4 haben, dann sind ihre Gewichte ver-
getauscht.

Beweis: Es sei W =pa+(1-p)b und W,=p.a
+(1-p,)b, wobei 0<p,, p,<1. Ohne Einschrén-
kung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass W, > W, .
Vorausgesetzt W, — 4 = A — W, erhdlt man

p,a+(l—-p)b—0,5a~-0,5b
=0,5a+0,5b-pa—(1-p)b.

Dies reduziert sich zu

app, +p,)+b(l1-p +1-p)=a+b.

Daheristp, +p,=1,0derp,=1-p und 1 -p,=p,,
so dass W, = (1 —p,)a +p b, d. h. die Gewichte von a
und b in W, wurden gerade vertauscht.

Wir wiederholen — bei einem gewichteten Mittel sind
die Gewichte von a und b genau dann und nur dann
vertauscht, wenn jedes Gewicht invertiert ist, und ge-
nau dann wenn die beiden sich ergebenden gewichte-
ten Mittel symmetrisch um das arithmetische Mittel
liegen. Insbesondere haben nicht nur SW und H glei-
chen Abstand zu A4, sondern ebenso ihre jeweiligen
verallgemeinerten Versionen

a'a+b'b

a+b

b'a + a'b

und Py T

die als verallgemeinerte antiharmonische und verall-
gemeinerte harmonische Mittel bezeichnet werden
(Hoehn 1984). Wenn n immer mehr wéchst, dann
driften diese verallgemeinerten Mittel immer weiter
auseinander hin zu den Endpunkten a und b.

4 Ein Beispiel mit Geschwindigkeiten

Betrachten wir die aus dem Leben gegriffene Frage
nach der durchschnittlichen Geschwindigkeit von
Autos auf der Strafle. Alles hingt von den genauen
Details ab, wie die Frage zu verstehen ist (Falk et al.
2005).

Zuerst nehmen wir an, dass viele Fahrzeuge mit kon-
stanter Geschwindigkeit auf einer langen Straf3e ent-
lang fahren, die eine Hélfte der Autos mit einer Ge-
schwindigkeit von 100 km/h, die andere Hélfte der
Autos fahrt mit 60 km/h. Beide Arten sind homogen
entlang der Stralle verstreut. Ein Radargerét, platziert

an einem festen Punkt am Strallenrand, erfasst die
Geschwindigkeit von allen Fahrzeugen, die im Ver-
lauf einer Stunde verbeikommen. Was wird der Mit-
telwert dieser aufgezeichneten Messungen sein (Lann
und Falk 2005)? Schnellere Autos passieren ofter das
Radargerit, und zwar proportional zu der Distanz, die
sie wihrend der vorgegebenen Zeit von 1 Stunde pas-
sieren, bzw. proportional zu ihrer Geschwindigkeit.
Konsequenterweise wird jede Geschwindigkeit mit
ihrer eigenen Grofle gewichtet und die mittlere auf-
gezeichnete Geschwindigkeit ist S = (100 + 60%)/
(100 + 60) = 85 km/h, was das arithmetische Mittel
(80 km/h) der Geschwindigkeiten der Gesamtmenge
aller Autos iibersteigt.

Als zweites nehmen wir an, ein Auto fahre von A4
nach B mit einer Geschwindigkeit von 100 km/h und
zurlick von B nach 4 mit 60 km/h. Um seine mittle-
re Geschwindigkeit iiber die ganze Fahrt hinweg zu
ermitteln, muss man die gesamte Fahrtstrecke durch
die gesamte Fahrtzeit dividieren. Aber die Strecke
ergibt sich als Produkt aus Geschwindigkeit und
Zeit, so dass die Geschwindigkeit in jeder Richtung
zu gewichten ist mit der Zeit, die in dieser Richtung
gefahren wurde. Je langsamer die Geschwindigkeit,
um so langer dauert es, dieselbe Distanz zu fahren.
Dabher ist das Gewicht jeder Geschwindigkeit in re-
ziproker Beziehung zu seiner GrofBe und die durch-
schnittliche Geschwindigkeit ist das harmonische
Mittel der zwei Geschwindigkeiten: H =2 - 100 - 60/
(100 + 60) = 75 km/h, was weniger ist als das arith-
metische Mittel von 100 und 60.

Diese beiden Mittel — dquidistant zu 4 = 80 — haben
vertauschte normalisierte Gewichte: SW = 0,375 - 60
+ 0,625 - 100 und H = 0,625 - 60 + 0,375 - 100.

In beiden Fillen ist die erste intuitive Antwort von
Lernenden auf die Frage nach der durchschnittli-
chen Geschwindigkeit das arithmetische Mittel 4
(Falk und Lann 2008). Es ist daher ratsam, Lernende
so frith wie moglich im Statistikkurs fiir die Mog-
lichkeit unterschiedlicher Gewichte zu sensibilisie-
ren, die von der zugrunde liegenden Situation her-
beigefiihrt wird. In der Radar-Geschichte verleiht
die gleiche Zeitdauer, in der schnelle und langsame
Fahrzeuge erfasst werden, den schnelleren Autos ein
zusétzliches Gewicht (weil sie eine groBere Strecke
abdecken), wihrend bei der Hin- und Riickfahrt zwi-
schen 4 und B dieselbe Strecke mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit durchfahren wird, was den langsa-
meren Autos ein grofleres Gewicht verleiht (weil es
mehr Zeit braucht).

Die Behauptung, dass die Interpretation eines Daten-
satzes und die Bestimmung von Hiufigkeiten (oder
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Gewichten) Kenntnis dariiber verlangt, wie diese In-
formation erlangt wurde, kann bis auf Fisher (1934)
zuriick gefiihrt werden. Er bedauerte die ,ganze Ge-
ringschitzung der Bedingungen der Datenerhebung*
auf dem Gebiet der Humangenetik. Falk und Lann
(2008) fanden heraus, dass eine vergleichbare Miss-
achtung von Faktoren, die Anlass fiir ungleiche Ge-
wichtungen geben, das Urteil von Lernenden in einem
weiten Spektrum von Kontexten charakterisiert.

5 Vernunft als Schliisselfaktor

Es ist leicht einzusehen, dass sich das gewichtete
Mittel normalisierter Gewichte nicht dndert, wenn
beide Gewichte p und ¢ mit einer positiven Kon-
stanten ¢ multipliziert werden. Das Verhéltnis p/g
bleibt dabei erhalten und das gewichtete Mittel
(cpa + cqb)/(cp + cq) dndert sich nicht. Das bedeutet,
dass der Wert des gewichteten Mittels von a und b
einzig durch das Verhiltnis zwischen den Gewichten
bestimmt ist. In Anbetracht dieser Tatsache wird die
Behauptung, dass der Austausch der Gewichte zwi-
schen a und b gleichbedeutend dazu ist, die Gewich-
te zu invertieren, augenscheinlich: wenn p und ¢ die
Rollen tauschen, dann dndert sich ihr Verhéltnis von
p/q zu q/p, und wenn p und ¢ durch ihre jeweiligen
reziproken Zahlen ersetzt werden, dann dndert sich
das Verhiltnis auf die gleiche Art.

6 Schlussfolgerung

Obwohl scheinbar trivial, so miissen wir bekennen,
dass wir uns trotz der Vertrautheit mit der Beziehung
zwischen SWund H bisher noch nicht der Allgemein-
heit der Aussagen bewusst waren, dass jedes gewich-
tete Mittel von zwei Zahlen einen Zwillingspartner
hat, im gleichen Abstand zu A4, bei dem die Gewichte
gerade die Rollen ausgetauscht haben und die korre-
spondierenden Gewichte die reziproken Werte zuein-
ander sind.

Es kann sowohl forderlich wie lehrreich sein, aus
verschiedenen Blickrichtungen die Aufmerksamkeit
von Lernenden auf solche Paare von symmetrisch ge-
wichteten Mitteln zu lenken. Dies kann ihre konzep-
tionellen Vorstellungen von einem Mittel erweitern
und gleichzeitig die Fixierung auf das arithmetische
Mittel und die habituelle Zuweisung von gleichen
Gewichten zu allen Summanden unterminieren. Der
Vorgang des Auswihlens, wie die unterschiedlichen
Werte bei einer Mittelung zu gewichten sind, erfor-
dert eine sorgfiltige Analyse der zugrunde liegende
Fragestellung und einer Priifung, wie die Daten erho-
ben wurden. Dies moge dann zu einer Routine fiih-
ren, die die Methoden der Erhebung (Fisher 1934)

als einen ersten Schritt beim Ldsen statistischer Pro-
bleme in den Blick nimmt.
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